
1 Fourierovy °ady

De�nice 40 (Ortogonální a ortonormální mnoºiny). Nech´ H je Hilbert·v pro-
stor, mnoºinu {vα : α ∈ A} (kde A je n¥jaká indexová mnoºina) nazýváme:

� ortogonální, pokud 〈vα, vβ〉 = 0 pro v²echna α, β ∈ A, α 6= β,

� ortonormální, pokud je ortogonální a ||vα|| = 1 pro v²echna α ∈ A,

� úplnou, pokud platí (∀α ∈ A : 〈vα, v〉 = 0) =⇒ (v = 0).

V¥ta 41 (o nejlep²í aproximaci). Nech´ H je Hilbert·v prostor se spo£etnou
ortonormální mnoºinou {vn}n∈N. Potom pro v²echna v ∈ H, N ∈ N a v²echny
posloupnosti (koe�cient·) {αn} platí∣∣∣∣∣
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kde an = 〈v, vn〉, n ∈ N.

De�nice 42 (abstraktní Fourierova °ada). Nech´ H je Hilbert·v prostor se
spo£etnou ortonormální mnoºinou {vn}n∈N, v ∈ H a an = 〈v, vn〉, n ∈ N. Sym-

bol
∞∑
n=1

anvn nazývéme abstraktní Fourierovou °adou v vzhledem k {vn}n∈N

(zkrácen¥ zapisujeme f ∼
∞∑
n=1

anvn). �íslo an pak n-tým Fourierovým koe�-

cientem (v vzhledem k {vn}n∈N).

V¥ta 43 (o Besselov¥ nerovnosti a Parsevalov¥ rovnosti). Nech´ H je Hilbert·v

prostor se spo£etnou ortonormální mnoºinou {vn}n∈N a f ∼
∞∑
n=1

anvn. Potom

platí (tzv. Besselova nerovnost)

∞∑
n=1

|an|2 ≤ ||v||2,

p°i£emº rovnost (tzv. Parsevalova rovnost) nastává práv¥ tehdy, kdzº platí

lim
N→∞
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∣∣∣∣∣ = 0.

V¥ta 44 (Riezs-Fischerova v¥ta). Nech´ H je Hilbert·v prostor se spo£etnou
ortonormální mnoºinou {vn}n∈N a a = {an} ∈ l2. Potom existuje v ∈ H, ºe
an = 〈v, vn〉, n ∈ N a ||v||H = ||a||2.

V¥ta 45 (charakteristika úplnosti ortonormální mnoºiny). Nech´ H je Hilbert·v
prostor se spo£etnou ortonormální mnoºinou {vn}n∈N, potom jsou následující
výroky ekvivalentní:
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1. ortonormální mnoºina {vn}n∈N je úplná,

2. ∀ v ∈ H : lim
N→∞

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣v −

N∑
n=1

〈v, vn〉vn

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 0,

3. ∀ v ∈ H : ||v||2 =

∞∑
n=1

〈v, vn〉2,

4. mnoºina v²ech kone£ných lineárních kombinací prvk· {vn}n∈N je hustá v
H.

V¥ta 46 (o existenci úplného ortonormálního systému). V kaºdém separabilním
Hilbertov¥ prostoru existuje (spo£etný) úplný ortonormální systém.

V¥ta 47 (o izometrii s l2). Kaºdý nekone£n¥ dimenzionální separabilní Hilbert·v
prostor je izometrický l2.

De�nice 48 (uzav°ený podprostor). Lineární podprostor Z normovaného li-
neárního prostoru X nazveme uzav°ený podprostor prostoru X, pokud Z je
uzav°ená podmnoºina X.

V¥ta 49 (o ortogonální projekci). Nech´ H je Hilbert·v prostor a M jeho uza-
v°ený podprostor. Potom pro kaºdé f ∈ H existuje práv¥ jedno fM ∈M , ºe

||f − fM || = inf
g∈M
||f − g||.

Navíc, pro zobrazení P : f 7→ fM platí

1. P (M) =M ,

2. P 2 = P ,

3. (g = P (f)) ⇐⇒ ((g ∈M) ∧ (∀h ∈M : 〈f − g, h〉 = 0)),

4. pro f ∈ H platí ||f ||2 = ||f − P (f)||2 + ||P (f)||2
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