1 Fourierovy rady

Definice 40 (Ortogonélni a ortonorméalni mnoziny). Necht H je Hilbertiv pro-
stor, mnoZinu {v, : a € A} (kde A je néjakd indexovd mnozina) nazgvime:

e ortogondlni, pokud (v,,vg) =0 pro vsechna o, 8 € A, o # 3,
e ortonormadlni, pokud je ortogondlni a ||vs|| = 1 pro viechna o € A,
e dplnou, pokud plati (Vo € A : (vy,v) =0) = (v =0).

Véta 41 (o nejlepsi aproximaci). Necht H je Hilbertiv prostor se spocetnou
ortonormdlni mnozinou {v, }nen. Potom pro viechna v € H, N € N a vSechny
posloupnosti (koeficienti) {ay,} plati
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kde a,, = (v,v,), n € N.
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Definice 42 (abstraktni Fourierova fada). Necht H je Hilbertiv prostor se

spoéetnou ortonormdlni mnoZinou {v, }nen, v € H a a, = (v,v,), n € N. Sym-
(o)

bol Z anvy, nazyvéme abstrakini Fourierovou Fadou v vzhledem k {v,}nen

n=1
00

(zkrdcené zapisujeme f ~ Z anvn). Cislo a, pak n-tgm Fourierovim koefi-
n=1
cientem (v vzhledem k {v, }nen)-

Véta 43 (o Besselové nerovnosti a Parsevalové rovnosti). Necht H je Hilbertiv
oo

prostor se spocetnou ortonormdlni mnoZinouw {v,}nen a f ~ E anvy,. Potom
n=1
plati (tzv. Besselova nerovnost)
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pricemZ rovnost (tzv. Parsevalova rovnost) nastivd prdvé tehdy, kdzz plati
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Véta 44 (Riezs-Fischerova véta). Necht H je Hilbertiv prostor se spocetnou
ortonormdlni mnoZinou {v,tneny a a = {a,} € ls. Potom ewxistuje v € H, Ze
an = (v,v,), n € N al||v||g = ||al|2.

lim =0.
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Véta 45 (charakteristika uplnosti ortonorméalni mnoziny). Necht H je Hilbertiv
prostor se spocetnou ortonormdlni mnozinou {v, }nen, potom jsou ndsledujici
vyroky ekvivalentni:



1. ortonormdlni mnoZina {v, }nen je tplnd,

N
2. VveH: ngnoo v—;@,vnﬁ/n =0,
3. Ve H: || =) (vv,)?
n=1

4. mnoZina viech konecéngch linedrnich kombinaci prvki {v, }nen je hustd v
H.

Véta 46 (o existenci tplného ortonormélniho systému). V kazdém separabilnim
Hilbertove prostoru existuje (spocetnyj) 1iplng ortonormdlni systém.

Vé&ta 47 (o izometrii s l3). KaZdy nekonecné dimenziondlni separabilni Hilbertiv
prostor je izometricky ls.

Definice 48 (uzavieny podprostor). Linedrni podprostor Z mormovaného li-
nedrniho prostoru X nazveme uzavieny podprostor prostoru X, pokud Z je
uzaviend podmnozina X .

Véta 49 (o ortogonalni projekci). Necht H je Hilbertiv prostor a M jeho uza-
vieng podprostor. Potom pro kaZdé f € H existuje prdvé jedno fyy € M, Ze

1 = farll = i 17 =gl

Nawvic, pro zobrazeni P : f — fu plati
1. P(M) =M,
2. P2 =P,
3. (g=P(f)) = ((ge M) N(Yhe M : (f —g,h) =0)),

4. pro f € H plati ||f||* = [|f = P(H)II* + [[P(F)II?



